
2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

§2 GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

A TÓM TẮT LÍ THUYẾT

1 ĐỊNH NGHĨA

• sinα = OK.

• cosα = OH.

• tanα =
sinα

cosα
nếu cosα 6= 0.

• cotα =
cosα

sinα
nếu sinα 6= 0.

Các giá trị sinα, cosα, tanα, cotα được gọi là các giá trị lượng

giác của cung α.

Ta cũng gọi trục tung là trục sin, còn trục hoành là trục

cosin.
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Chú ý

• Các định nghĩa trên cũng áp dụng cho các góc lượng giác.

• Nếu 0◦ ≤ α ≤ 180◦ thì các giá trị lượng giác của góc α chính là các giá trị lượng giác của

góc đó đã nêu trong SGK Hình học 10.

2 HỆ QUẢ

a) sinα và cosα xác định với mọi α ∈ R, hơn nữa

• sin(α + k2π) = sinα, ∀k ∈ Z.

• cos(α + k2π) = cosα, ∀k ∈ Z.

b) −1 ≤ sinα ≤ 1 và −1 ≤ cosα ≤ 1.

c) Với mọi m ∈ R mà −1 ≤ m ≤ 1 đều tồn tại α, β sao cho sinα = m và cos β = m.

d) tanα xác định với mọi α 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z.

e) cotα xác định với mọi α 6= kπ, k ∈ Z.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

f) Dấu của các giá trị lượng giác phụ thuộc vào vị trí điểm cuối của cung
y
AM = α trên đường tròn

lượng giác.

Góc phần tư

Giá trị lượng giác I II III IV

sinα + + − −
cosα + − − +

tanα + − + −
cotα + − + −
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III

III IV

3 Ý NGHĨA HÌNH HỌC CỦA TANG VÀ CÔTANG

• tanα được biểu diễn bởi độ dài đại số của

vectơ
#   »

AT trên trục t′At. Trục t′At được gọi

là trục tang.

Do đó tanα = AT .

• cotα được biểu diễn bởi độ dài đại số của

vectơ
#   »

BS trên trục s′Bs. Trục s′Bs được

gọi là trục côtang.

Do đó cotα = AT .
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4 CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN

• sin2 α + cos2 α = 1.

• 1 + tan2 α =
1

cos2 α
, α 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z.

• 1 + cot2 α =
1

sin2 α
, α 6= kπ, k ∈ Z.

• tanα · cotα = 1, α 6= kπ

2
, k ∈ Z.

CHƯƠNG 6. CUNG VÀ GÓC LƯỢNG GIÁC. CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC

• • • • • ● ● ● ● ●• Trang 2 •



2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

5 GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA CÁC CUNG CÓ LIÊN QUAN ĐẶC BIỆT

a) Cung đối nhau.

• cos(−α) = cosα.

• sin(−α) = − sinα.

• tan(−α) = − tanα.

• cot(−α) = − cotα.
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b) Cung bù nhau.

• cos(π − α) = − cosα.

• sin(π − α) = sinα.

• tan(π − α) = − tanα.

• cot(π − α) = − cotα.
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c) Cung hơn kém π.

• cos(α + π) = − cosα.

• sin(α + π) = − sinα.

• tan(α + π) = tanα.

• cot(α + π) = cotα.
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d) Cung phụ nhau.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

• cos(
π

2
− α) = sinα.

• sin(
π

2
− α) = cosα.

• tan(
π

2
− α) = cotα.

• cot(
π

2
− α) = tanα.
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B CÁC DẠNG TOÁN

| Dạng 1. Dấu của các giá trị lượng giác

Để xác định dấu của các giá trị lượng giác của

một góc α ta xác định vị trí điểm cuối của cung
y
AM = α trên đường tròn lượng giác. Điểm M

thuộc góc phần tư nào thì ta áp dụng bảng xác

định dấu của các giá trị lượng giác.

Góc phần tư

Giá trị lượng giác I II III IV

sinα + + − −
cosα + − − +

tanα + − + −
cotα + − + −

x

y
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ccc BÀI TẬP DẠNG 1ccc

Ví dụ 1. Xác định dấu các biểu thức:

a) A = sin 50◦ · cos(−100◦).

b) B = sin 195◦ · tan
20π

7
.

Lời giải.

a) A = sin 50◦ · cos(−100◦).

Ta có: điểm cuối của cung 50◦ thuộc góc phần tư thứ I nên sin 50◦ > 0.

Điểm cuối của cung −100◦ thuộc góc phần tư thứ III nên cos(−100◦) < 0.

Do đó, A < 0.

b) B = sin 195◦ · tan
20π

7
.

Ta có: điểm cuối của cung 195◦ thuộc góc phần tư thứ III nên sin 195◦ < 0.

Điểm cuối của cung
20π

7
=

6π

7
+ 2π thuộc góc phần tư thứ II nên tan

20π

7
< 0.

Do đó, B > 0.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

�

Ví dụ 2. Xác định dấu các biểu thức:

a) A = cot
2π

5
· sin

Å
−2π

3

ã
.

b) B = cos
4π

5
· sin π

3
· tan

4π

3
· cot

9π

5
.

Lời giải.

a) A = cot
2π

5
· sin

Å
−2π

3

ã
.

Ta có: điểm cuối của cung
2π

5
thuộc góc phần tư thứ I nên cot

2π

5
> 0.

Điểm cuối của cung −2π

3
thuộc góc phần tư thứ III nên sin

Å
−2π

3

ã
< 0.

Do đó, A < 0.

b) B = cos
4π

5
· sin π

3
· tan

4π

3
· cot

9π

5
.

Ta có: điểm cuối của cung
4π

5
thuộc góc phần tư thứ II nên cos

4π

5
< 0.

Điểm cuối của cung
π

3
thuộc góc phần tư thứ I nên sin

π

3
> 0.

Điểm cuối của cung
4π

3
thuộc góc phần tư thứ III nên tan

4π

3
> 0.

Điểm cuối của cung
9π

5
= −π

5
+ 2π thuộc góc phần tư thứ IV nên cot

9π

5
< 0.

Do đó, B > 0.

�

Ví dụ 3. Cho π < α <
3π

2
. Xét dấu các biểu thức sau:

a) A = cos
(
α− π

2

)
.

b) B = tan

Å
2019π

2
− α

ã
.

Lời giải.

a) A = cos
(
α− π

2

)
= cos

(π
2
− α

)
= sinα < 0.

b) B = tan

Å
2019π

2
− α

ã
= tan

(π
2
− α + 1009π

)
= tan

(π
2
− α

)
= cotα > 0.

�

BÀI TẬP TỰ LUYỆN

Bài 1. Xác định dấu của sinα, cosα, tanα, biết:

a)
3π

2
< α <

7π

4
.

b) 3π < α <
10π

3
.

c)
5π

2
< α <

11π

4
.

Lời giải.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

a)
3π

2
< α <

7π

4
.

Ta có: điểm cuối của cung α thuộc góc phần tư thứ IV nên sinα < 0, cosα > 0, tanα < 0.

b) 3π < α <
10π

3
.

Ta có: điểm cuối của cung α thuộc góc phần tư thứ III nên sinα < 0, cosα < 0, tanα > 0.

c)
5π

2
< α <

11π

4
.

Ta có: điểm cuối của cung α thuộc góc phần tư thứ II nên sinα > 0, cosα < 0, tanα < 0.

�

Bài 2. Cho 0◦ < α < 90◦. Xét dấu các biểu thức sau:

a) A = cos(α + 90◦).

b) B = sin(α + 80◦).

Lời giải.

a) A = cos(α + 90◦) = cos(90◦ − (−α)) = sin(−α) = − sinα.

Vì 0◦ < α < 90◦ nên sinα > 0.

Do đó A < 0.

b) B = sin(α + 80◦).

Vì 0◦ < α < 90◦ nên 80◦ < α + 80◦ < 170◦.

Do đó, điểm cuối của cung α + 80◦ thuộc góc phần tư thứ I hoặc thứ II nên B > 0.

�

Bài 3. Cho 90◦ < α < 180◦. Xét dấu các biểu thức sau:

a) A = sin(270◦ − α).

b) B = cos(2α + 90◦).

Lời giải.

a) A = sin(270◦ − α).

Vì −180◦ < −α < −90◦ nên 90◦ < 270◦ − α < 180◦.

Do đó, điểm cuối của cung 270◦ − α thuộc góc phần tư thứ II nên A > 0.

b) B = cos(2α + 90◦).

Ta có B = cos(2α + 90◦) = cos(90◦ − (−2α)) = sin(−2α) = − sin(2α).

Vì 180◦ < 2α < 360◦ nên sin(2α) < 0.

Do đó, B > 0.

�

Bài 4. Cho 0 < α <
π

2
. Xét dấu các biểu thức sau:

a) A = cos(α +
3π

5
).

b) B = cos(α− π

8
).

Lời giải.

a) A = cos(α +
3π

5
).

Vì 0 < α <
π

2
nên

3π

5
< α +

3π

5
<

11π

10
.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

Do đó, điểm cuối của cung α +
3π

5
thuộc góc phần tư thứ II hoặc thứ III .

Vậy A < 0.

b) B = cos(α− π

8
).

Vì 0 < α <
π

2
nên −π

8
< α− π

8
<

3π

8
.

Do đó, điểm cuối của cung α− π

8
thuộc góc phần tư thứ IV hoặc thứ I .

Vậy B > 0.

�

Bài 5. Cho π < α <
3π

2
. Xét dấu các biểu thức sau:

a) A = sin
(
α +

π

2

)
.

b) B = sin

Å
α +

1119π

2

ã
.

Lời giải.

a) A = sin
(
α +

π

2

)
= sin

(π
2
− (−α)

)
= cos(−α) = cosα < 0.

b) B = sin

Å
α +

1119π

2

ã
= sin

(
α− π

2
+ 280 · 2π

)
= sin

(
α− π

2

)
= − sin

(π
2
− α

)
= − cosα > 0.

�

Bài 6. Cho tam giác ABC. Xét dấu của biểu thức P = cosA · cosB · cosC trong các trường hợp:

a) Tam giác ABC là tam giác nhọn.

b) Tam giác ABC là tam giác tù.

Lời giải.

a) Tam giác ABC là tam giác nhọn.

Vì tam giác ABC nhọn nên A < 90◦, B < 90◦, C < 90◦ hay cosA > 0, cosB > 0, cosC > 0.

Vậy P = cosA · cosB · cosC > 0.

b) Tam giác ABC là tam giác tù.

Vì tam giác ABC là tam giác tù nên 4ABC có duy nhất một góc tù. Giả sử góc tù góc

A⇒ cosA < 0 và cosB > 0, cosC > 0.

Vậy P = cosA · cosB · cosC < 0.

�

| Dạng 2. Tính giá trị lượng giác của một cung

Để tính giá trị lượng giác của 1 cung ta dựa vào các hằng đẳng thức lượng giác:

sin2 α + cos2 α = 1; 1 + tan2 α =
1

cos2 α
; 1 + cot2 α =

1

sin2 α
.

Ngoài ra, cần phải xác định dấu của các hàm số lượng giác của cung đó.

ccc BÀI TẬP DẠNG 2ccc

Ví dụ 1. Biết sinα =
1

3
và α ∈

(π
2

; π
)
. Tính giá trị của cosα và tanα.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

Lời giải.

Do α ∈
(π

2
; π
)
nên cosα < 0. (1)

Mặt khác sin2 α + cos2 α = 1 nên cos2 α = 1− sin2 α = 1− 1

9
=

8

9
⇒ cosα = ±2

√
2

3
. (2)

Từ (1) và (2), suy ra cosα = −2
√

2

3
.

Từ đó suy ra tanα = − 1

2
√

2
. �

Ví dụ 2. Cho tanα = −3

4
ở đó

π

2
< α < π. Tính giá trị của sinα.

Lời giải.

Ta có
1

cos2 α
= 1 + tan2 α = 1 +

9

16
=

25

16
⇒ cos2 α =

16

25
.

Từ đó suy ra sin2 α = 1− cos2 α =
9

25
⇒ sinα = ±3

5
.

Do
π

2
< α < π nên sinα > 0, do đó sinα =

3

5
. �

Ví dụ 3. Cho tanα = 2, tính giá trị biểu thức M = cos2 α− sin2 α.

Lời giải.

Ta có M =
cos2 α− sin2 α

cos2 α + sin2 α
.

Chia cả tử và mẫu cho cos2 α ta được M =
1− tan2 α

1 + tan2 α
⇒M =

1− 4

1 + 4
= −3

5
. �

Ví dụ 4. Cho cotα = 3. Tính giá trị biểu thức M =
2 sinα− 3 cosα

5 sin3 α + cos3 α
.

Lời giải.

Ta có

M =
2 sinα− 3 cosα

5 sin3 α + cos3 α

=

2

Å
1

sin2 α

ã
− 3 cotα

Å
1

sin2 α

ã
5 + cot3 α

=
−3 cot3 α + 2 cot2 α− 3 cotα + 2

5 + cot3 α

= −35

16
.

�

Ví dụ 5. Cho
π

2
< α < π và cos 2α = −1

9
. Biết A = sin 2α + cos 2α = a + b

√
5 với a, b ∈ Q và

a

b
=
p

q
là phân số tối giản. Tính M = p− q.

Lời giải.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

Do
π

2
< α < π nên π < 2α < 2π ⇒ sin 2α < 0.

cos 2α = −1

9
⇒ sin2 2α = 1− cos2 2α = 1− 1

81
=

80

81
⇒ sin 2α = −4

√
5

9
.

Suy ra A = −1

9
− 4
√

5

9
⇒


a = −1

9

b = −4

9

⇒ a

b
=

1

4
⇒ p = 1, q = 4⇒ p− q = −3.

Vậy M = −3. �

BÀI TẬP TỰ LUYỆN

Bài 1. Biết sinα + cosα =
5

4
và sinα > cosα. Tính giá trị các biểu thức sau:

a) A = sinα · cosα.

b) B = sinα− cosα.

Lời giải.

a) Ta có
25

16
= (sinα + cosα)2 = sin2 α + cos2 α + 2 sinα · cosα = 1 + 2 sinα · cosα.

Từ đó suy ra 2A =
9

16
⇒ A =

9

32
.

b) Theo giả thiết ta có B > 0 và B2 = sin2 α + cos2 α− 2 sinα · cosα = 1− 9

16
=

7

16
.

Từ đó suy ra B =

√
7

4
.

�

Bài 2. Cho cosα = −12

13
và

π

2
< α < π. Tính sinα và tanα.

Lời giải.

Ta có sin2 α = 1− cos2 α = 1− 144

169
=

25

169
⇒

 sinα =
5

13

sinα = − 5

13

.

Do
π

2
< α < π nên sinα > 0, do đó sinα =

5

13
.

Từ đó ta có tanα = − 5

12
. �

Bài 3. Cho tanα + cotα = 2. Tính giá trị biểu thức P = cot3 α + tan3 α.

Lời giải.

cot3 α + tan3 α = (cotα + tanα)3 − 3 cotα · tanα. (cotα + tanα) = 23 − 3 · 2 = 2. �

Bài 4. Cho sinα =
3

5
với

π

2
< α < π. Tính giá trị của biểu thức

P = cos

Å
9π

2
− α

ã
+ 2 tan

Å
α +

3π

2

ã
.

Lời giải.

Ta có P = sinα− 2 cotα.

sinα =
3

5
với

π

2
< α < π ⇒ cosα = −4

5
⇒ cotα = −4

3
.

Do đó P =
49

15
. �
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

Bài 5. Cho tanα =
1

2
, tính giá trị của biểu thức M =

2 sin2 α + 3 sinα cosα− 4 cos2 α

5 cos2 α− sin2 α
.

Lời giải.

Dễ thấy cosα 6= 0, chia cả tử và mẫu của biểu thức M cho cos2 α ta được:

M =
2 tan2 α + 3 tanα− 4

5− tan2 α
=

2.
1

4
+ 3.

1

2
− 4

5− 1

4

= − 8

19
.

�

| Dạng 3. Sử dụng cung liên kết để tính giá trị lượng giác

Sử dụng công thức các cung có liên quan đặc biệt.

ccc BÀI TẬP DẠNG 3ccc

Ví dụ 1. Tính các giá trị lượng giác của góc α =
2017π

3
.

Lời giải.

Ta có:
2017π

3
=
π

3
+ 672π.

⇒ cos

Å
2017π

3

ã
= cos

(π
3

+ 672π
)

= cos
π

3
=

1

2
.

⇒ sin
2017π

3
= sin

π

3
=

√
3

2
, tan

2017π

3
=
√

3 và cot
2017π

3
=

1√
3
. �

Ví dụ 2. Cho cosα =
1

3
. Tính sin

Å
α− 3π

2

ã
.

Lời giải.

Ta có sin

Å
α− 3π

2

ã
= sin

(
α− 2π +

π

2

)
= sin

(
α +

π

2

)
= cosα =

1

3
. �

Ví dụ 3. Rút gọn biểu thức A = cos
(π

2
+ x
)

+ cos (2π − x) + cos (3π + x).

Lời giải.

Ta có


cos
(π

2
+ x
)

= − sinx

cos (2π − x) = cos x

cos (3π + x) = − cosx

⇒ A = − sinx+ cosx− cosx = − sinx. �

Ví dụ 4. Cho tam giác ABC, chứng minh rằng sin(A+B + 2C) = − sinC.

Lời giải.

Ta có A+B + C = 180◦ ⇒ A+B + 2C = 180◦ + C.

⇒ sin(A+B + 2C) = sin(180◦ + C) = − sinC. �

Ví dụ 5. Tính giá trị của biểu thức B = cos 20◦ + cos 40◦ + cos 60◦ + ...+ cos 180◦.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

Lời giải.

Ta có cos (180◦ − x) = − cosx⇒ cosx+ cos (180◦ − x) = 0.

⇒



cos 20◦ + cos 160◦ = 0

cos 40◦ + cos 140◦ = 0

cos 60◦ + cos 120◦ = 0

cos 80◦ + cos 100◦ = 0

⇒ B = cos 90◦ + cos 180◦ = −1. �

BÀI TẬP TỰ LUYỆN

Bài 1. Cho tan (π + x) = 1−
√

2 với
3π

2
< α < 2π. Tính cot

(π
2

+ x
)
.

Lời giải.

Ta có tan(π + x) = tan x⇒ tanx = 1−
√

2.

⇒ cot
(π

2
+ x
)

= − tanx =
√

2− 1. �

Bài 2. Tính giá trị của biểu thức A = sin
7π

6
+ cos 9π + tan

Å
−5π

4

ã
+ cot

7π

2
.

Lời giải.

Ta có A = sin
(
π +

π

6

)
+ cos (π + 4.2π)− tan

(
π +

π

4

)
+ cot

(π
2

+ 3π
)

= − sin
π

6
+ cos π − tan

π

4
+ cot

π

2
= −1

2
− 1− 1 + 0 = −5

2
.

�

Bài 3. Rút gọn biểu thức D = cos(5π − x)− sin

Å
3π

2
+ x

ã
+ tan

Å
3π

2
− x
ã

+ cot(3π − x).

Lời giải.

Ta có cos(5π − x) = cos(4π + π − x) = cos(π − x) = − cosx;

sin

Å
3π

2
+ x

ã
= sin

(
2π − π

2
+ x
)

= sin
(
−π

2
+ x
)

= − sinx;

tan

Å
3π

2
− x
ã

= tan
(
π +

π

2
− x
)

= tan
(π

2
− x
)

= cotx;

cot(3π − x) = cot(−x) = − cotx;

⇒ D = − cosx− sinx. �

Bài 4. Rút gọn biểu thức A = cos (5π − x)− sin

Å
3π

2
+ x

ã
+ tan

Å
3π

2
− x
ã

+ cot (3π − x).

Lời giải.

Ta có cos (5π − x) = cos (π − x+ 2.2π) = cos (π − x) = − cosx;

sin

Å
3π

2
+ x

ã
= sin

(
π +

π

2
+ x
)

= − sin
(π

2
+ x
)

= − cosx;

tan

Å
3π

2
− x
ã

= tan
(
π +

π

2
− x
)

= tan
(π

2
− x
)

= cotx;

cot (3π − x) = cot (−x) = − cotx;

Suy ra A = − cosx− (− cosx) + cot x+ (− cotx) = 0. �

Bài 5. Với điều kiện có nghĩa, hãy rút gọn biểu thức sau

B =
√

2− 1

sin (x+ 2013π)
.

…
1

1 + cos x
+

1

1− cosx
với π < x < 2π.

Lời giải.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

Ta có sin (x+ 2013π) = sin (x+ π + 1006.2π) = sin (x+ π) = − sinx.

Do đó

B =
√

2 +
1

sinx
.

 
1− cosx+ 1 + cosx

(1− cosx) (1 + cosx)

=
√

2 +
1

sinx
.

…
2

1− cos2 x

=
√

2 +
1

sinx
.

…
2

sin2 x

=
√

2

Å
1 +

1

sinx |sinx|

ã
.

Vì π < x < 2π ⇒ sinx < 0 nên B =
√

2

Å
1− 1

sin2x

ã
= −
√

2cot2x.

�

| Dạng 4. Rút gọn biểu thức và chứng minh đẳng thức

Một số hệ thức hay dùng trong bài toán rút gọn biểu thức hoặc chứng minh đẳng thức:

• sin2 α + cos2 α = 1.

• 1 + tan2 α =
1

cos2 α
, α 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z.

• 1 + cot2 α =
1

sin2 α
, α 6= kπ, k ∈ Z.

• tanα · cotα = 1, α 6= kπ

2
, k ∈ Z.

ccc BÀI TẬP DẠNG 4ccc

Ví dụ 1. Rút gọn biểu thức A = sin2 x+ sin2 x tan2 x.

Lời giải.

Ta có: A = sin2 x+ sin2 x tan2 x = sin2 x (1 + tan2 x) = sin2 x · 1

cos2 x
= tan2 x. �

Ví dụ 2. Rút gọn biểu thức B =
2 sin2 x− 1

sin2 x− sinx cosx
.

Lời giải.

Ta có:

B =
2 sin2 x− 1

sin2 x− sinx cosx
=

2 sin2 x−
(
sin2 x+ cos2 x

)
sinx (sinx− cosx)

=
sinx+ cosx

sinx
= 1 + cotx. �

Ví dụ 3. Rút gọn biểu thức: A = sin2 α cos2 α + cos2 α + sin4 α.

Lời giải.

Ta có A = sin2 α
(
1− sin2 α

)
+ cos2 α + sin4 α = sin2 α− sin4 α + cos2 α + sin4 α = 1. �

Ví dụ 4. Chứng minh rằng:
2 + sin2 α

1− sin2 α
= 3 tan2 α + 2.

Lời giải.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

Ta có:
2 + sin2 α

1− sin2 α
=

2 + sin2 α

cos2 α
=

2

cos2 α
+ tan2 α = 2 + 2 tan2 α + tan2 α = 3 tan2 α + 2. �

BÀI TẬP TỰ LUYỆN

Bài 1. Rút gọn biểu thức M =
4 cos2 x− 2

sinx+ cosx
.

Lời giải.

Ta có B =
4 cos2 x− 2

(
sin2 x+ cos2 x

)
sinx+ cosx

= 2 sin x− 2 cosx. �

Bài 2. Rút gọn biểu thức N =
√

sin2 x (4 + cot x) + cos2 x (1 + 3 tanx).

Lời giải.

Ta có
N =

√
4 sin2 x+ sin2 cotx+ cos2 x+ 3 cos2 x tanx

=

…
4 sin2 x+ sin2 x

cosx

sinx
+ cos2 x+ 3 cos2 x

sinx

cosx

=
√

4 sin2 x+ 4 sinx cosx+ cos2 x

=
»

(2 sinx+ cosx)2

= |2 sinx+ cosx|.

�

Bài 3. Rút gọn biểu thức C = (tanx− cotx)2 − (tanx+ cotx)2.

Lời giải.

Ta có
C = tan2 x− 2 tanx cotx+ cot2 x− tan2 x− 2 tanx cotx− cot2 x

= −4 tanx cotx = −4.
�

Bài 4. Rút gọn biểu thức B = 3
î(

sin4 x
)2 − (cos4 x)

2
ó

+ 4
î
(cos2 x)

3 − 2
(
sin2 x

)3
ó

+ 6 sin4 x.

Lời giải.

Đặt t = sin2 x thì ta có cos2 x = 1− t.
B = 3

(
sin4 x+ cos4 x

) (
sin4 x− cos4 x

)
+ 4

î
(cos2 x)

3 − 2
(
sin2 x

)3
ó

+ 6 sin4 x

= 3
î
t2 + (1− t)2

ó î
t2 − (1− t)2

ó
+ 4

î
(1− t)3 − 2t3

ó
+ 6t2 = 1.

�

Bài 5. Chứng minh rằng
cot2 α

1 + cot2 α
· 1 + tan2 α

tan2 α
=

tan2 α + cot2 α

1 + tan4 α
.

Lời giải.

HƯỚNG DẪN.

Xét hiệu
cot2 α

1 + cot2 α
· 1 + tan2 α

tan2 α
− tan2 α + cot2 α

1 + tan4 α
=

cot2 α

1 + cot2 α
· cot2 α + 1

cot2 α tan2 α
− tan4 α + 1

tan2 α (1 + tan4 α)
= cot2 α− cot2 α = 0. Suy ra điều phải chứng minh. �

BÀI TẬP TỔNG HỢP

Bài 1. Cho sinα + cosα = m. Tính các giá trị của tan2 α + cot2 α.

Lời giải.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

HƯỚNG DẪN.

Có sinα + cosα = m⇒ sinα cosα =
m2 − 1

2
.

Khi đó tan2 α + cot2 α =
1− 2 sin2 α cos2 α

sin2 α cos2 α
=

4

(m2 − 1)2 − 2. �

Bài 2. Chứng minh rằng biểu thức sau độc lập với x; y.

B =
sin2 x− cos2 y

sin2 x sin2 y
+ cot2 x cot2 y.

Lời giải.

Ta có

B =
sin2 x− cos2 y

sin2 x sin2 y
+

cos2 x cos2 y

sin2 x sin2 y

=
sin2 x− (1− cos2 x) cos2 y

sin2 x sin2 y

=
sin2 x− sin2 x cos2 y

sin2 x sin2 y

=
sin2 x (1− cos2 y)

sin2 x sin2 y

= 1.

Như vậy, giá trị của biểu thức B không phụ thuộc vào giá trị của x; y. �

Bài 3. Chứng minh biểu thức sau độc lập với đối với x.

P =
tan2 x− cos2 x

sin2 x
+

cot2 x− sin2 x

cos2 x

.

Lời giải.

P =
tan2 x− cos2 x

sin2 x
+

cot2 x− sin2 x

cos2 x
=

tan2 x

sin2 x
− cos2 x

sin2 x
+

cot2 x

cos2 x
− sin2 x

cos2 x
= tan2 x(1 + cot2 x) + cot2 x(1 + tan2 x)− tan2 x− cot2 x = tan2 x+ 1 + cot2 x+ 1− tan2 x− cot2 x = 2.

Vậy P không phụ thuộc vào x. �

Bài 4. Cho sin a cos a = − 5

18
và

π

2
< a < π. Tính sin a và cos a.

Lời giải.

Ta có (sin a+ cos a)2 = 1 + 2 sin a cos a = 1 + 2 ·
Å
− 5

18

ã
=

4

9
.

Suy ra, sin a+ cos a =
2

3
hoặc sin a+ cos a = −2

3
.

Xét hai trường hợp:

a) sin a+ cos a =
2

3
và sin a cos a = − 5

18
.

Giá trị sin a, cos a là nghiệm của phương trình X2 − 2

3
X − 5

18
= 0⇔

X =
2 +
√

14

6

X =
2−
√

14

6

.

Vì
π

2
< a < π nên sin a > 0 và cos a < 0. Vậy sin a =

2 +
√

14

6
và cos a =

2−
√

14

6
.

b) sin a+ cos a = −2

3
và sin a cos a = − 5

18
.
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

Giá trị sin a, cos a là nghiệm của phương trình X2 +
2

3
X − 5

18
= 0⇔

X =
−2 +

√
14

6

X =
−2−

√
14

6

.

Vì
π

2
< a < π nên sin a > 0 và cos a < 0. Vậy sin a =

−2 +
√

14

6
và cos a =

−2−
√

14

6
.

Vậy sin a =
2 +
√

14

6
và cos a =

2−
√

14

6
hoặc sin a =

−2 +
√

14

6
và cos a =

−2−
√

14

6
. �

Bài 5. Cho tan

Å
11π

2
+ x

ã
= 2. Tính sin

Å
x+

7π

2

ã
với x ∈

(π
2

; π
)
.

Lời giải.

Ta có tan

Å
11π

2
+ x

ã
= tan

(
5π +

π

2
+ x
)

= − cotx = 2⇒ cotx = −2⇒ tanx = −1

2
.

sin

Å
x+

7π

2

ã
= sin

(
x+ 4π − π

2

)
= − cosx.

Lại có
1

cos2 x
= 1 + tan2 x =

5

4
⇒ cosx =

4

5
⇒ cosx = − 2√

5
(do với x ∈

(
0;
π

2

)
thì cosx < 0).

sin

Å
x+

7π

2

ã
= − cosx =

2√
5
. �

Bài 6. Cho cot

Å
2017π

2
+ x

ã
=

1

2
. Tính giá trị của biểu thức

P =
2 sin2 x+ 3 sinx cosx− cos2 x

cos2 x− 3 sin2 x
.

Lời giải.

Ta có cot

Å
2017π

2
+ x

ã
= cot

(
1008π +

π

2
+ x
)

= cot
(π

2
+ x
)

= − tanx

⇒ tanx = −1

2
.

⇒ P =
2 tan2 x+ 3 tanx− 1

1− 3 tan2 x
= −8. �

Bài 7. Cho 6 cos2 α+ cosα− 2 = 0. Biết A =
2 sinα cosα− sinα

2 cosα− 1
= a+ b tanα với a, b ∈ Q. Tính giá

trị của biểu thức a+ b.

Lời giải.

Điều kiện 2 cosα− 1 6= 0⇔ cosα 6= 1

2
.

Ta có 6 cos2 α + cosα− 2 = 0⇔

 cosα =
1

2

cosα = −2

3

.

Do cosα 6= 1

2
nên cosα = −2

3
.

Mặt khác A =
2 sinα cosα− sinα

2 cosα− 1
= sinα = cosα.

sinα

cosα
= −2

3
tanα.

Từ đó suy ra

a = 0

b = −2

3

⇒ a+ b = −2

3
. �
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2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG

Bài 8. Cho tanα = 4
√

2, biết A =
2 cos2 α− 1004

sin2 α
= a+ b

√
2 với a, b ∈ Q. Tính sin

π(a− b)
3

.

Lời giải.

Ta có
1

cos2 α
= 1 + tan2 α = 1 +

1√
2

=

√
2 + 1√

2
⇒


cos2 α =

√
2√

2 + 1

sin2 α =
1√

2 + 1

.

Từ đó suy ra A = −1004− 1002
√

2⇒

{
a = −1004

b = −1002
⇒ a− b = −2⇒ sin

π(a− b)
3

= −
√

3

2
. �

Bài 9. Cho sinα + 3 cosα = 2, ở đó 0 < α < π. Tính tanα.

Lời giải.

Do 0 < α < π nên

{
− 1 < cosα < 1

0 < sinα < 1.

Từ giả thiết ta có sinα = 2− 3 cosα.

Mà sin2 α + cos2 α = 1 nên (2− 3 cosα)2 + cos2 α = 1.

Từ đó suy ra 10 cos2 α− 12 cosα + 3 = 0⇒

 cosα =
6 +
√

6

10

cosα =
6−
√

6

10

.

Nếu cosα =
6 +
√

6

10
thì sinα = 2− 3 cosα =

2− 3
√

6

10
< 0 (loại).

Nếu cosα =
6−
√

6

10
thì sinα = 2− 3 cosα =

2 + 3
√

6

10
∈ (0; 1) (thỏa mãn).

Từ đó suy ra tanα =
sinα

cosα
=

3 + 2
√

6

3
. �
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